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NOTA: conforme vayas avanzando en tu aprendizaje debes realizar uno de los ejercicios. Copia y desarrolla cada
ejercicio en hojas blanco bond, realiza cada grafica en hojas milimetradas y sigue las instrucciones de tu
catedratico(a) para entregar.
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LOGICA MATEMATICA

CONECTIVAS LOGICAS

En légica (también llamado operador o conectores Idgicos) es un simbolo o palabra que se utiliza para conectar dos
férmulas bien formadas o sentencias (atdomicas o moleculares), de modo que el valor de verdad de la férmula
compuesta depende del valor de verdad de las formulas componentes. Los mas comunes son los conectivos binarios
(también llamados conectivos diddicos) que unen dos frases, que pueden ser consideradas los operandos de la
funcion. También es comun considerar a la negacidon como un conectivo monddico.

Las conectivas ldgicas son, junto con los cuantificadores, las principales constantes ldgicas de muchos sistemas

Iégicos, principalmente la logica proposicional y la légica de predicados. En programacion se utilizan para combinar
valores de verdad y obtener nuevos valores que determinen el flujo de control de un algoritmo o programa.

LENGUAJE FORMAL

En los lenguajes formales, las funciones de verdad son representadas por simbolos inequivocos. Estos simbolos se
llaman "conectivos ldgicos", "operadores ldgicos", "operadores proposicionales", o, en la ldgica clasica, la "de
funciones conectivos de verdad."

Pueden ser utilizados para conectar mas de dos afirmaciones, entonces es comun hablar de "conector l6gico n-ario".

Conectiva Notacion Ejemplo | Analogo Ejempio de uso en Tabla de verdad
de uso natural el lenguaje natural
P|-P
Negacién 1y~ -P no No esté lloviendo. 1(0
0|1
P|IQ|PAQ
Esta lloviendo y la calle esta 11 L
L . sta lloviendo y la calle esta
Conjuncion A, &, PAQ y mojada. 1|0 0
01 0
0|0 0
P|Q|PVQ
Esta lloviendo o la calle esta ol s !
. . sta lloviendo o la calle esta
Disyuncion v Pv@Q 0 mojada. 1|0 1
0|1 1
0|0 0
P Q|P—-Q
Cond I S [ d [ 1t 1
ondiciona Si... i esta lloviendo, entonces la
material 52 P=Q entonces | calle esta mojada. 110 0
01 1
0|0 1
P Q|P+Q
i | Esta lloviendo si lo sil 111 1
. - - siy solo sta lloviendo si y solo si la
Bicondicional o= PeQ@ i calle esta mojada. 110 0
0|1 0
00 1
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Por ejemplo, el significado de los estados esta lloviendo y estoy en el interior se transforma cuando los dos se

combinan con conectivos logicos:

= No esta lloviendo

= Estd lloviendo y estoy dentro de casa (P A Q)

= Esta lloviendo o estoy dentro de casa (P Vv Q)

= Si esta lloviendo, entonces estoy en casa. (P —~ Q)
= Sj estoy en casa, entonces esta lloviendo. (P - Q)
= Estoy dentro si y solo si esta lloviendo (P « Q)

= No esta lloviendo (- P)

Por declaracion P = Esta lloviendo; Q = Estoy dentro de casa.
PROPOSICION
Es una expresion con sentido completo de la cual se puede decir que es verdadera o falsa.
a. Bivalente: cuando una proposicion tiene dos valores uno falso y uno verdadero.
b. Plurivalente: cuando tiene mas de dos valores, verdadero, falso, probable.
c. No analizada: donde la totalidad de la proposicion se considera una variable.
d. Analizada: Cuando nos metemos en la proposicion para encontrar constantes y variables.
CLASES DE PROPOSICION
A. Proposicion Atomica: aquella que carece totalmente de conectivas. Es una variable.

Variable: Cualquier simple afirmacion.

Ejemplo:
El dia es bonito.

B. Proposicion molecular: aquella que por lo menos tiene una conectiva ldgica.

Ejemplo:
Hoy es lunes o manana es miércoles.

Las proposiciones légicas pueden ser verdaderas o falsas, pero no pueden tener ambos valores de verdad.

INDICADORES MAS COMUNES DE CONCLUSIONES

e por lo tanto e llegamos a la conclusién

e de ahi que e como resultado

e asi que e se sigue que

® asi ® por estas razones

e correspondiente e podemos inferir que
mente

® en consecuencia e por ende

e ]o cual prueba que ¢ sc desprende de

OPERACIONES BASICAS PROPOSICIONALES

NEGACION
P ~p
v F
F v
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Asignacion de valores Proposicion
p = Juan es primo de Maria ~p (y se lee " no p")
~p = negar que Maria tiene un primo
Juan no es primo de Maria
DISYUNCION
P q PVq
\ V \
V F \
F \Y \Y
F F F
Asignacion de valores proposicion
p = 3 es un ndmero primo pvq(yselee"pdq")
g = 3 es un numero natural
3 es un nimero primo o 3 es un nimero natural
CONJUNCION
P q PAQ
Vv Vv \Y
Vv F F
F Vv F
F F F
Asignacion de valores proposicion
p = Londres es capital de Inglaterra prq (yselee"pyq")
q = Cuba es una isla
Londres es capital de Inglaterra y Cuba es una isla
CONDICIONAL
P q P=4q
Vv \Y )Y
Vv F F
F \ \
F F )Y
Asignacion de valores Proposicion
p = Marte es un planeta p—q (y se lee " Si p, entonces q")
g = Marte brilla con luz propia
Si Marte es un planeta entonces Marte brilla con luz propia
DOBLE CONDICIONAL
P q P<=4q
\ \ \
Vv F F
F Vv F
F F Vv
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Asignacion de valores Proposicion
p = Febrero tiene 29 dias p<q(yselee"Siysolosiq")
q = El afio es bisiesto

Febrero tiene 29 dias si y solo si el afio es bisiesto

CONSTRUCCION DE LAS TABLAS DE VERDAD

En ldgica el valor de las operaciones légicas por medio de conectivos solo puede ser 2: verdadero o falso. Cada
proposicién cuenta también con un solo valor de verdad o es verdadera o es falsa.

Para determinar el valor de cada formula dependiendo del valor de cada proposicidon y de cuantas proposiciones se
estén operando por medio de los conectivos, es necesario seguir pasos importantes.

La construccion de las tablas de verdad se realiza por medio de interpretaciones.

La interpretacion de una formula consiste en el conjunto de los valores que se le son asignados a cada una de las

proposiciones atomicas. Luego de realizar la interpretacion se podra deducir el valor de verdadero, ya sea verdadera
o falso.

Primeramente, se le asignan valores de verdad a los dtomos y se puede encontrar el valor de la expresion. Es
necesario analizar todas las probabilidades por medio de la construccidon de tablas de verdad.

Por ejemplo:
Crear la tabla de verdad de la siguiente formula (operacion ldgica) p v ~q
Se le asignan a los atomos los valores de verdad, es decir, a cada una de las proposiciones.

\

p= p

Construyendo la tabla con los valores de verdad asignados a cada proposicidon combinandose entre si.

< | <|s
i< n<|a

Se realiza la primera operacion proposicional que es la negacion de “q”

~q

<|m<|mm

Ya se puede realizar la operacion ldgica de la férmula indicada

(p Vv ~q)

< mi<i<

Entonces, la construccion finalmente quedaria asi:
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P q ~q PV ~q
\ \ F \
Vv F Vv \"
F Vv F F
F F \ \

BIERCICIO 01. Realiza lo que se te solicita a continuacion. Al finalizar el ejercicio, preséntaselo a tu catedratico(a).
Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones.
1) El cuadrado tiene 5 lados.
2) 3 es un numero par
3) Si Maria es hija de Marta y Marta es madre de Cesar entonces Maria es prima de Cesar.
4) Los numeros primos son aquellos que se dividen entre si mismos y entre 1.
5) Son nimeros naturales los negativos.
Establecer las formulas, dadas las proposiciones
1) Londres la capital de Inglaterra y Roma es la capital de Italia.
Luis es primo de Juan y Marco es primo de Juan entonces Luis es primo de Marco.
3) 1/x es operable si y solo si x no es 0.
El nimero 10 es par o 10 es nimero impar.
5) El tridngulo es figura geométrica y tiene 3 lados.
6) El cuadrado no es una figura geométrica.
Los vehiculos no tienen 3 ruedas.
8) Hoy es martes o mafiana es miércoles.
9) Si 2 es nUmero par entonces 3 es nimero impar.
10) No vendré a cenar esta noche.

COMPLETA (Y VERIFICA DE LAS YA COLOCADAS) LAS OPERACIONES PROPOSICIONALES DE LAS
SIGUIENTES TABLAS DE VERDAD.

1) 2)
p q PAQ p ~p
v v F
F
v
F F
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3) 4)
p q Peq
\' ~ \'
P q Pvq (pvaq) v v
F
F
F
F F
v
5)
P q ~p ~q PAQ ~pV(PAQ) (~pv(pAQ)) - ~q
F F F
F Vv v
Vv F
Vv Vv

LENGUAJE ALGEBRAICO

Exceptuando la quimica, la fisica o la musica, en ninguna otra ciencia o arte como en el algebra ha influido tanto en
su desarrollo la adopcion de una simbologia adecuada. A lo largo de los siglos se ha ido configurando un conjunto
especifico de simbolos y nimeros que permiten expresar y homogeneizar toda la teoria existente. Este amplio
conjunto recibe la denominacion de lenguaje algebraico. (Alfonso, 2009).

El uso del lenguaje algebraico nos permite traducir enunciados coloquiales a expresiones algebraicas, las cuales nos
dan pauta a resolver problemas de la vida cotidiana. Hasta el momento has realizado problemas que implican
operaciones basicas como lo son: suma, resta, multiplicacion y division. Estas operaciones también contintan
utilizdndose en el lenguaje algebraico, pero con otras palabras que hacen referencias a las mismas operaciones, tal
y como se observa en la siguiente tabla:

SUMA RESTA MULTIPLICACION DIVISION
Aumentar Disminuir Producto Cloc.|elnte
. Dividido
Mayor que Menor que Multiplo g
. ] Proporcion
Incrementar Diferencia Veces Razén
2 ; Doble/Triple/Cuadruple/etc.
Mas grande que Perder o perdida P P Mitad/Tercera/Cuarta/etc.

Probablemente ya habias escuchado estas palabras, pero no sabias a que se referian cada una de ellas porque casi
no las utilizamos, sin embargo, cuando escuchas la expresién "aumenta 3 quetzales a la cuenta"” sabes que debes
realizar una suma. Puedes revisar las siguientes tablas que muestran algunos ejemplos de cdmo se pueden usar las
expresiones anteriores:
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EXPRESION
Suma ALGEBRAICA
Cuatro mas que un numero X+4 Resta
La suma de dos numeros zZ+y . ; ;
; La diferenciaentre dos numeros X-y
Un nimero aumentado en9 y+9 ; 2
: : Cuatro reducido por un numero 4-x
Un nimero sumado a otro nimero X+y x %
. , X Un nimero reducido por 5 Xx—-5
Cinco mas un nimero 5+y ;
Nueve menos que un numero X-9
Siete restado de un nimero x-7
Ocho menos un numero 8-x
Division
AL Un namero dividido entre 5 o -
Multiplicacion y 93
Tres multiplicado por dos 3(2) Ochodividido entre un numero 8 o8 =%
El producto de dos nimeros Xz §
El doble de un nimero 2y El cociente de dos nimero ; 0X+zZ
Un cuarto de un nimero X . . x 1
Cuatro por un numero 4y Lamitad de un numero 2 2 2%

También puedes observar el siguiente video, para complementar lo antes
expuesto. Para ello, escanea el cédigo QR.

IVACY FLowcoDe<Sly

EXPRESION ALGEBRAICA

Cualquier combinacion de numeros representados por letras o por letras y cifras, vinculados entre si por las
operaciones de suma, resta, multiplicacion, divisidn, potenciacién y radicacién.

x+2y

;3
2x3y+3_:r+:: y‘"-—+1].='2 _ 1 el
}:l 31’—}: 3'\]";""1_ :l‘.T}-..

ORTANTLE!I Para el estudio del presente tema, se consideraran expresiones algebraicas en las que intervienen
solamente numeros reales.
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Expresiones algebraicas

l L

Racionales Irracionales
No hay letras afectadas por el Hay por lo menos una
signo radical letra afectada por el
signo radical
| Ejemplo: Jx+ 3x2

: }

Fraccionarias Enteras
Hay por lo menos una No hay letras en el
letra en el divisor. divisor.

Ejemplo: 2x+ 241 Ejemplo: 2x2y+xy:+7

OPERACIONES ALGEBRAICAS

SUMA Y RESTA

Identificar un monomio vy realizar las operaciones de suma, resta, multiplicacion y division permite prepararse para
las operaciones mas complejas del Algebra. Antes de iniciar su estudio, te recomendamos que repases las
propiedades de los exponentes y raices.

PRODUCTO Y COCIENTE

El resultado de la multiplicacién (division) de monomios es otro monomio que tiene por coeficiente el producto
(cociente) de los coeficientes y cuya parte literal se obtiene multiplicando (dividiendo) las potencias que tengan
igual base, es decir, sumando (restando) los exponentes teniendo en cuenta los signos.

\ .|:|-I'.|E-I-
|- il ||"III |I'-I-|-

T

Previo a que aprendas el tema debes dominar la Ley de Exponentes. A
continuacién, encontraras un Cédigo QR que debes escanear para ingresar al
video tutorial.

LOWCODE B

Escanea cada uno de los Codigos QR e ingresa a los video tutoriales (en su orden
de izquierda a derecha) y asi aprender mas del tema.

TEORIA DE MONOMIOS Y OPERACIONES
E eeed Ji
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POLINOMIOS

Aplicando algebra podemos pasar del nimero al simbolo, de lo particular a lo general. La riqueza que posee el
lenguaje algebraico nos facilita obtencidn de relacién, propiedades y encontrar solucién a los problemas que nos
plateen. Para trabajar en matematica sin mayor dificultad, se debe operar convenientemente con expresiones
algebraicas de forma; tal que, se puedan transformar en otras expresiones equivalentes. Estas mas faciles de
resolver. En el campo de la ingenieria, al momento de realizar el modelado matematico de un problema, es
frecuente obtener un polinomio. Para encontrar la solucidon de la situaciéon planteada es necesario conocer las
“raices” de dicho polinomio.

Recordemos que un Polinomio es una suma algebraica de monomios de distinto grado.
4 2
Por ejemplo: ¥ —3x" +2y+I
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Los polinomios que se estudiaran son expresiones algebraicas de la forma:

En donde:

Por ejemplo:

P(x)=a,x" +a, X" 4. +ax> +ax +ag

a,.q,_|....,ap son numeros reales llamados coeficientes.
a, es el coeficiente principal.
a, es el término independiente.

x es la variable, también conocida con el nombre de indeterminada.

Los exponentes n#.n—1,....2,1,0, son nimeros naturales.

n es el grado del polinomio y se indica grado(P(x))=n.

v Q(x):3x5—7x3+2x2+1 es un polinomio de grado 5, que tiene coeficiente
principal a5 =3 y el término independiente es a; =1.

v" G(x)=2 es un polinomio de grado cero.

v" S(x)=0 se llama polinomio nulo y no tiene grado.

FUNCIONES POLINOMICAS

Cada polinomio

P(x)=a,x" +a, X" +.. +ax’ +ax +a,

-1
tiene asociada una funcidén polindémica f con dominio y

codominio en R, definida por la formula:

f(x)=a,x"+a, X" +...+ax? +ax+ap.

¢PARA QUE NOS SIRVEN?

de abjo se pueden ver las graficas de las funciones polindmicas de grado menor que
3, que son las que se estudiaran en esta quincena.

Observa la forma segun su grado:

a. las de grado cero como f(x) =2, son rectas horizontales;

b. las de grado uno, como f(x) = 2x + 4, son rectas oblicuas;

c. las de grado dos, como f(x) = 2x% +4x +3, son parabolas cuyo eje es
paralelo al de ordenadas.

Para la funcién del inciso b y c; se realizan los célculos correspondientes para
encontrar los pares ordenados (X, y).
Estos son los puntos que se colocaran en el plano cartesiano en los ejes x e y.

Cuando se recogen los datos de un experimento se obtiene una nube de puntos
que deben ser estudiados, en la imagen se ve cdmo un programa ajusta esa
nube a distintas funciones polindmicas (curvas de regresion), indicando la
bondad del ajuste en cada caso.

Las funciones polindmicas son aquellas cuya expresién es un polinomio como,
por ejemplo:

f(x) = 3x*—5x+6

Se trata de funciones continuas cuyo dominio es
el conjunto de los niumeros reales. En la grafica
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Al unirlos, se forma la grafica correspondiente a cada funcion.

EJERCICIO 02: desarrolla y grafica cada funcion como corresponda. Practiquemos la representacién grafica de
funciones polindmicas. A continuacidn, en cada caso haremos una tabla de valores y comprueba que los puntos
obtenidos son de la gréfica.

1) f(x)=3 2) f(x) = —2x+3 3) f(x) = x> —x+2 4) f(x)=x-3

5) f(x) =x2-2 6) f(x) =-5 7) f(x)=x%2-3x+1 8) fx)=—-x+4

9) f(x) =x + 10 10) f(x) == 11) f(x) =3 +x 12) f(x) = 23 —2x2 +1
13) f(x) = x3+1 14) f(x) = x+1 15) f(x) = 2x

EJERCICIO 03: realiza en papel milimetrado cada una de las graficas del EJERCICIO 02, encontrando sus pares
ordenados sustituyendo la variable en la ecuacion utilizando los nimeros del -20 hasta el 20. Al finalizar ordena tus
hojas y guardalas en un folder con gancho (primero la hoja en la cual realizaste tu tabla de valores (x, y) y luego la
hoja milimetrada correspondiente); coldcale su respectiva caratula y presenta a tu catedratico/a.

EJERCICIO 04: tu catedratico(a) te proporcionard cinco funciones mas. Con ellas debes realizar el mismo
procedimiento descrito en el EJERCICIO 03, con el cual trabajaste las funciones del EJERCICIO 02.

IGUALDAD DE POLINOMIOS

Los polinomios:

n—1

P(x)=a,x" +a, x" " +...+ax* +ax+a,

O(x) = b, x™ +b,, X"+ . +bx> +bx+b,

son iguales si:

+ tienen el mismo grado, es decir n=m

¢ a,= bﬂi s Ay = lE:lm-fl 1 wmeenes v Ay = b(]

Ambos polinomios tienen el mismo grado y los coeficientes de cada uno de los términos del miso grado son iguales.

Por ejemplo:
P(x) = 2x®—5x?+3x—8

Q(x) = 3x —8 —5x2 + 2x3

Como puedes observar este el polinomio P(x) y Q (x) son iguales.
Poseen mismos términos de mismo grado. Estos se encuentran en distinto orden, pero son los mismos.

EJERCICIO 05: desarrolla y verifica la igualdad de los siguientes pares de polinomios. Escribe en el subrayado si
son o no; iguales.

1) 2) 3)
S(y) = 5y*+2y3 —4y?+2 P(z) = —4z* — 2023 —152z° — 30 T(a) = 5a* + 2a® — 4a® + 2a
R(y) = 2y3 +5y* + 2 — 4y? Q(z) = —20z3 — 30 — 1525 — 4z* U(a) = 2a® + 5a* — 2a + 4a?
4) 5) 6)
M(x) = 2x* + 5x% — 4x? + 105 S(b) = 32b* —16b3 — 4b%> + 2b S(w) = 26w — 13w? — 52w* + 104
N(x) = 3x3 +5x* + 100 — 4x2 U(b) = 16b% + 32b* + 2b — 4b? Uw) = 104 — 52w* + 26w — 13w?
7) 8) 9)
T(x) = 2x?>-20 F(x) = 4x3 + 2x° — 7x714x Q(x) = 14x — 7x% — 21x* + 28
P(x) = —20 + 2x3 G(x) = 2x5 +4x3 — 14x + 7x7 0(x) = 28— 21x* + 14x — 7x?
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10) 11) 12)
T(x) = 33x*+ 66x3 + 15x — 9x? M(x) = 3x* —12x3 + 45 4+ 9x5 L(x) = 22x* + 23x% — 11x? — 12x
U(x) = —15x + 66x3 + 33x* + 9x2 N(x) = 9x3 + 75 — 12x% + 3x° M(x) = 23x3 + 22x* — 12x + 11x?
13) 14) 15)
A(w) = 10w — 20w? — 30w* + 40 C(x) = 35x —15x3 — 20x* + 10 M(x) = 17x — 13x% — 11x* + 59
B(w) = 40 — 30w* + 10w — 20w? D(x) = 10 — 20x* + 35x — 15x3 N(x) = 59 — 11w* + 17w — 13x2

VALOR DE UN POLINOMIO

El valor numérico de una expresidn algebraica en general (y por supuesto de un polinomio en particular) es el
resultado que se obtiene al asignar un valor determinado a su variable y realizar la operatoria correspondiente. En
otras palabras, si tu catedratico/a te pide que determines el valor numérico de tal o cual expresidn algebraica, sera
necesario que te indique como parte de las indicaciones, el valor que debes asignarle a la variable de la misma
expresion algebraica.

Se llama valor numérico de un polinomio P(x) en x=k, a| valor que toma el polinomio cuando se reemplaza x por
k.

Si...

n

P(x)=a,x"+a, X" +.. +axt+ax+ap,

...entonces el valor de P(x) en x=k es:
P(k)=ak" +a, k" +.. . +ak* +ak+ay.

Por ejemplo:
P(2) =227 4327 452 48
208+3:4+10+8
16+12+10+8
46

P(x)=2x"4+3x" +5x +8

cuando x =2

EJERCICIO 06: desarrolla y verifica el valor numérico de los siguientes polinomios. En el subrayado coloca tu
respuesta y al finalizar el ejercicio.

32 - 22 +3 =

1)3x*— 2x3+3 con x=2 3(4)— 2(8)+3 = Valor del Polinomio = —1
12— 16+3 =
2)x3-20 con x =10 3)2a? —3ab®’+1 cona=5 4) 10w? + 3w3? — 5w? + 2w — 10
b= 3 conw =1
5)2x2+3x3—-2x+1= 6)x2—2x+3= Nx?—3x—-5=
conx = -3 conx =—10 conx =5
8)2x* —5x3—x*+3x—-1= 9)5a—-2b+3c—d= 10) 3y — 2y? + 32y =
conx =2 cona=-20 conb =15 cony = —4
conc=35 cond=-3
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¢QUE SUCEDE EN EL CASO DE EXPRESIONES ALGEBRAICAS CON MAS DE UNA VARIABLE?

Para poder realizar correctamente el ejercicio, al igual que en el caso anterior, siempre debe ser especificado el
valor numérico que se le asigna a cada variable; de otro modo no hay posibilidad alguna porque si se da para una
sola de las variables, pero no para las dos, o tres que tenga, nunca se podrd operar totalmente hasta llegar
al resultado final, vale decir, un valor ciento por ciento numérico, sin ninguna expresion literal. Analiza los siguientes
ejemplos:
Hallar el valor numérico del siguiente polinomio, para x= 1

x3+3x2 —2x — 6 =

(D2 +3(2-2(1)—-6=

1+3-2—-6=
4—-8=—-4

El valor numérico de x3 + 3x? — 2x- 6, para x = 1, es de -4,

Hallar el valor numérico del mismo polinomio anterior, pero esta vez para x = -1.

Procedemos igual que en el caso anterior, pero en vez de 1 sustituimos con -1. Hay que ser muy cuidadoso,
especialmente con regla de los signos al operar.

Veamos como quedaria:
x3+3x2 —2x — 6 =

(-3 +3(-1)2-2(-1)-6=

~1+3+2-6=
5—-7=-2
EJERCICIO 07: completa la siguiente tabla:
X,y 7x - 5y x + 3y 3y -2xy + 8
x=0,y=1
x=-1,y=1
=-1,y=-1
x=2,y=-1
x=-2,y=0
x=4,y=-2
11
S
1
x=2y=—§
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EJERCICIO 08: completa la siguiente tabla:

a b a’-b? 0,5a + 0,3b 3 7
—a-———b
5 10
-2 5
0’1 _0,2
3 1
4 3
0 —1
-4 -3
1 0
2
-0,2 0,2
5 10

EJERCICIO 09: desarrolla y calcula los valores numéricos de los siguientes polinomios. Escribe en el subrayado tu
respuesta. Cuando x = 2, 5, 7, -3 y 0 (del inciso 1 al 5); y con: x = -3 (del inciso 6 al 10).

3+x) 3+x° x? xY (3+x)2
1)[ : j 2>, 33+ 4)3+(5j 5
6) 2x +1 7) (2x)2 -1 8) (2x + 3)2 9) 2 (3x)2 10) 26+_3xx

OPERACIONES CON POLINOMIOS

SUMA Y RESTA DE POLINOMIOS

La suma de dos polinomios P(x) y O(x) gs el polinomio P(-‘HQ(X)que se obtiene sumando los monomios semejantes
que se encuentran en P(x)y Q(x).

Por ejemplo. Sean los polinomios:
P(x) =—3x% 4+ 2x* — 8 — x3 +%x

Q(x) = =5x* — 10 + 3x + 7x3

Para sumar dos polinomios, hay que sumar
entre si los coeficientes de los términos del +
mismo grado. El resultado de sumar dos 4 3 2
del mismo grado.

2x% - x3 -3x2+1/2x - 8 (el polinomio A ordenado y completo)

3x* +6x3-3x2+7/2x -18
Si falta algin término de alguno de los
grados, se puede completar con 0, como en el ejemplo en el segundo polinomio se completé con 0x2. Y se los suele
ordenar de mayor a menor grado, para que en cada columna queden los términos de igual grado.

7
P(x)+Q(x) = —3x* + 6x3 — 3x2 +E x — 18
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Realizando la suma sin ordenar los términos semejantes con semejante...

En este caso, basta con sumar entre si los términos semejantes no importa cdmo se disponga a los polinomios. Si
los vamos a colocar uno sobre otro, tenemos que ubicar en la misma columna a los semejantes, pero no hace falta
que estén ordenados por grado, ni completos los polinomios, ya que se puede dejar el espacio del grado que falta y
eso nos indica que alli no hay nada que sumar.

Por ejemplo:

Lo que hacemos es colocar el primer

- 4 _ 1 _cy3 i
polinomio P(x) tal como se presenta, y . 4x + 2x7 - 1- 5x (desordenado e incompleto)
cuando puse el otro polinomio abajo, 4 ) .
cuidé de acomodar sus términos segun 7X - 5X + 3X (desordenado e incompleto, pero "acomodado")
los de arriba, para que coincida el grado
y asi queden en columna los términos 3x-3x%-1-5x3 + 3x2

semejantes. Como el polinomio Q(x) no

tenia término de grado 0 y de grado 3, quedd el espacio libre debajo de esos términos de P(x). Y luego, como Q(x)
tenia término de grado 2, y P(x) no, a ese término lo ubicamos al final de todo para que quede claro que no lo
estamos sumando con nada.

Asi, se pueden acomodar de cualquier manera, mientras que en la misma columna queden siempre términos
semejantes (de igual potencia o grado en polinomios de una sola letra como éstos).

Otra forma de disponer cdmo sumar polinomios...

Se suelen sumar los polinomios en un "mismo rengléon".

1
P(x) = 3x? + 2x* — 8 — x3 +5x
Q(x) = —5x*—10+ 3x + 7x3
Para calcular P(x) + Q(x):

Los colocamos entre paréntesis, sumando:

(-3x24+2x4-8-x3+1/2x) + (-5x%- 10 + 3x + 7x3) =
Quitamos los paréntesis:

-3x24+2x4-8-x3+1/2x-5x*-10 + 3x + 7x3 =

Al quitar paréntesis que tienen un signo "+" delante, o que no tienen nada delante (lo que equivale a tener un signo
"+"), los términos quedan con el mismo signo que tenian.

Juntamos los términos de igual grado...

Ahora, sumamos entre si los coeficientes de los términos que poseen igual grado. En ocasiones, se prefiere hacer un
paso previo para cambiar el orden de los términos, colocando juntos a los términos que son de igual grado, y
sumarlos luego en otro paso. Se puede cambiar el orden de los términos por la Propiedad Conmutativa de la suma
(@a+b=>b+a).

2x*-5x4-8-10-x3+ 7x3+ 1/2 x + 3x - 3x2 =

Asi, se pueden ver juntos los términos que hay que sumar: los dos primeros que son de grado 4, los nimeros que
estan solos, los de grado 3, los de grado 1, y se ve que de grado 2 hay uno solo y entonces no se lo podrd sumar
con nada. Y ahora, sumamos entre si los términos de igual grado:

Para las x#: "Junto" 2x* - 5x* = -3x*.
Previamente se ha mencionado que "sumamos" los coeficientes, pero 2 + (-5) es lo mismo que 2 - 5, entonces, ya

no hace falta pensar en que "sumamos". A partir de ahora, cuando "juntamos", lo que realmente estaremos
haciendo es "hacer la cuenta" entre sus coeficientes, y ya no se colocara el signo de suma entre los términos,
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porque es igual si no estad. Es algo que debes saber ya desde que en el ciclo basico aprendiste a sumar nimeros
enteros.

El término 2x* es positivo, porque en el polinomio estaba sumando. El signo del coeficiente de cada término es el
signo que tiene adelante el término. Por la misma razén, el término -5x* es negativo, porque en el polinomio estaba
restando: tenia un signo menos adelante.

Para los "nimeros solos" (términos independientes o de grado 0): - 8 - 10 = -18

Para las x3: "Junto" -x3 + 7x3 = 6x3. (Recordemos que -x3es lo mismo que -1x3. Entonces la cuenta entre los
coeficientes es -1 + 7 = 6)

Para las x: "Junto" 1/2x + 3x =7/2 x.
Para las x2: Hay un solo término con x2, asi que ése queda igual: -3x2,
Armando el resultado... Entonces el resultado de la suma es un polinomio formado por todos esos términos, cada

uno con su signo (recordemos que "sin signo" es lo mismo que "positivo", entonces los términos que dieron asi van
a quedar sumando en el polinomio), en cualquier orden. Resultado:

7
—3x* — 18 + 6x3 tox - 3x?
Sin quitar los paréntesis, para que puedas observar cdmo se estan sumando los polinomios...
(-3x2 + 2x4-8-x3+ 1/2 x) + (-5x*- 10 + 3x + 7x3) =
Para las x#:
+2x* + (-5x%) = [+2 + (- 5)]x* = (+2 - 5)x* = -3x*

Para los numeros solos:

-8 4+ (-10) = -8 - 10 = -18
Para las x3:
X3+ (+7x3) = [(-1) + (+7)]x3 = (-1 + 7)x3 = 6%3
Para las x:
+1/2 x + (+3x) = [+1/2 + (+3)]x = (1/2 + 3)x =7/2 x
Resultado:

-3x2 + (-3x%) + (-18) + 6X3 + 7/2 x =

7 7
—3x?% + (=3x%) + (—18) + 6x3 +§x = —3x%2—-3x*-18+6x%+ 5X

La resta de dos polinomios P(x)y Q(x), g el polinomio P(x)=0(x) = P(x)+ (=DA(x) . Para restar polinomios resulta
conveniente ordenarlos segln potencias decrecientes de x y completar los términos que faltan escribiendo dichos
términos con coeficiente cero. Ahora, veremos dos ejemplos de resta de polinomios.

Cuando los polinomios son de igual grado. Sean los polinomios...

1
P(x) = —3x? + 9x* — 8 — 4x3 +Ex

Q(x) =5x*—10 + 3x + 7x3
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Ox* -4x3-3x2+1/2x - 8 (el polinomio A ordenado y completo)

5x* + 7x3 + 0x2 + 3x - 10 (el polinomio B ordenado y completo)

La resta se puede transformar, en suma, cambiando todos los signos del segundo polinomio:

ox* -4x3-3x2+1/2x - 8
+
Sxd-7x3 +0x2 - 3x + 10 (el polinomio B con los signos cambiados)

4x% - 11x3-3x2-5/2x + 2

Resultado:

5
4x* — 11x3 — 3x? —5x + 2

Para restar polinomios se suelen cambiar los signos de todos los términos del polinomio que se resta ("el de abajo"),
y transformar la resta, en suma, ya que restar es lo mismo que sumar el "opuesto". Pero también se puede hacer
restando los coeficientes del mismo grado.

EJERCICIO 10: realiza (en tu cuaderno de apuntes) las siguientes operaciones de suma de polinomios, desarrolla
cada uno de los procedimientos en el subrayado (central), escribe la respuesta en el subrayado (derecho).

1) P(x) + Q(x) 2) P(x) + R(x) 3) S(x) - T(x)
P(x) =5x2-7x+ 3 P(x) =5x2-7x+ 3 S(X) =x*+ x2+2
Q(x) = -5x2 + 2x R(x) =x3+x2+ 2 T(x) =x3-2x2-5x+ 6
4) M(x) = N(x) 5) Q(x) + R(x) 6) P(x) - Q(x)
M(x) =x3+x2-x+1 Q(x) = -5x% + 2x P(x) =x3+x2-x+1
N(x) = 2x2 + 3x + 4 R(x) =x3+x2+ 2 Q(xX) =2x2+3x + 4
7) O(x) + P(x) 8) V(x) - W(x) 9) A(x) + B(x)
O(x) =x°-2x3+4x%2-6 V(x) =8x2-2x+1 AX)=2x3-3x2+ 5x-1
P(X) =x>+x*+ 3x2+4x+ 5 W(x) = 3x2 + 5x - 8 B(x) = x2+ 1 - 3x
10) P(x) + Q(x) 11) P(x) - Q(x) 12) P(x) + Q(x) + R(x)
P(x) = -7x* + 6x2+ 6Xx + 5 P(x) = -7x* + 6x2 + 6Xx + 5 P(x) = -7x* + 6x2 + 6Xx + 5
Q(x) = =-2x2 + 2 + 3x° Q(x) = -2x2 + 2 + 3x° Q(x) = -2x2 + 2 + 3x°
R(x) = x3 -x> + 3x?
13) P(x) - Q(x) - R(x) 14) R(x) + P(x) - Q(x) = 15) P(x) - R(x) + Q(x)
P(x) = -7x* + 6x2 + 6x + 5 R(x) = x3 -x> + 3x? P(x) = -7x* + 6x2 + 6x + 5)
Q(x) = -2x2 + 2 + 3x° P(x) = -7x* + 6x> + 6x + 5 R(x) = x3 -x> + 3x2
R(x) = x3 -x5 + 3x2 Q(x) = -2x2 + 2 + 3x° Q(x) = -2x%2 + 2 + 3x5)

PRODUCTO DE POLINOMIOS

PRODUCTO DE UN NUMERO REAL POR UN POLINOMIO

-1 2
, Pxy=a,x" +a, x" +..+ax +ax+ay yk ,
Si, (x)=ay, -l 2 ! 0Y % o5 un ndmero real,
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entonces: k- P()=(k-a,)x" +(k-a, )x"" +.. +(k-ay)x® +(k-ap)x+(k-a).

Por ejemplo:
Si P(x)=5x"+2x" —5x+2,
Al momento de multiplicarlo por el numero real (-3), entonces...
(=3)-P(x)=—15x" —6x> +15x -6
PRODUCTO DE POLINOMIO POR POLINOMIO

Para realizar el producto de dos polinomios es necesario aplicar la propiedad distributiva de la multiplicacion con
respecto a la suma y las propiedades del producto y de la potenciacion.

Por ejemplo:
P(x)=x*—3x+5 O(x)=2x
P(x)-O(x)= (,vc2 -3x+5)(2x)
=x? 2x—3x-2x+5-2x

=2y —6x> +10x

El grado de P(x)-Q(x) es 3.
Otro ejemplo:
P(x)=x"—3x+5 R(x)=x'-4x>+3

P(x)- R(x)=(x* =3x+5)-(x* —4x* +3)
=x —4x* +3x7 = 3x* +12%% —9x + 5x° —20x% +15
=x —Tx* +17x° = 17x2 - 9x +15

El grado de P(x)- R(x) es 5.
10BSERVALIONEDS!

> Al multiplicar polinomios hay que tener mucho cuidado al eliminar paréntesis ya que los signos pueden ser
afectados. Un signo fuera de un paréntesis afecta a todos los términos dentro del paréntesis.

> El procedimiento general es multiplicar cada término de un polinomio por todos los términos del otro y
posteriormente A6ucir términos semejantes.

> Se sugiere que primero se practique ejemplos de dos o tres términos a lo mas de manera amplia y después
se realicen ejemplos mas grandes, que de esta manera NO deben de ofrecer obstaculo alguno.

EJERCICIO 12: realiza las siguientes operaciones de producto de numero real por polinomio y de polinomios.
Utiliza el subrayado para realizar la operatoria, reduccién y/o agrupacion. Luego, escribe la respuesta.

1) (3x%2+5x—6)(8x%2 —3x +4) = 2) (5x3 —4x?2+x—-2)(x3—7x2+3) =
3) (5x% - 4x% +x-2)(x3-7x% + 3) = 4) (2x* —3x2 +5x)(3x° —2x3 +x-2) =
5 (—x% +x° —2x3+7)(x? —x+1) = 6) (x%y? — 2xy)(2xy + 4) =
3
7Y10 (k=5 +y—5) + (10 —x)(10 — y) = 8) <x2 —4x+§>(x+2) -
5 35 1
9) (x2+7x+?)(x—6)= 10)(2x2+4x+2)(x—5>=
1) (x + 3)(x + 5) = 12) 2x—-5)(3x—-2) =
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13)(x? + 2xy + y2)(x +y) = 14) (x* + x?y? + yH)(x? — y?) =

15) —2P(x) = —2(x?> — 4x + 2) =

CASOS ESPECIALES DEL PRODUCTO DE POLINOMIOS

Los productos que se muestran en el siguiente cuadro suelen presentarse con frecuencia en calculos algebraicos.

Producto Nombre

2 2 2 2
(x+a)-(x—a)=x —ax+ax—a =x -—-a

— Diferencia de cuadrados
(x+a)(x—a)=x"—a”

Cuadrado de un binomio

2 s s
x+a) =(x+a)(x+a)=x" 4+ar+ar+a” . .
( ) =1 ) ) Trinomio cuadrado perfecto

2 2 2
(x+a)y =x" +2ax+a

. ’) 2
(x—a)y =(x—a)-(x—a)=x"—ax—ax+a”

— p Trinomio cuadrado perfecto
(x—a)" =x" -2ax+a”

Cubo de un binomio
{.t—-—ﬂ]s =({x+a)-(x+a)-{x+a)

= {.1'2 L2+ a Jo(x+a)

¥ % ¥ 3 3 i i
=l r e 424 + 22 x + ax + o Cuatrinomio cubo perfecto

vl 2
=y +3ax +3a’x+a

R 2 2 3
(x+a) =x" +3ax +3a x+a

i3 2 2 3
(x—a) =x"—3ax"+3a"x—a Cuatrinomio cubo perfecto

ITMPORTANTIE! En la siguiente unidad te ampliaremos estos casos especiales de producto de polinomios. Siguiendo
con la siguiente operacién entre polinomios.

DIVISION DE POLINOMIOS

Cuando se realiza una divisidn entre nimeros se procede del siguiente modo:

i

Se verificaque 9=4-2+1

1 2
dividendo | divisor
cociente Dividendo = divisor * cociente + resto
resto

La divisién de polinomios se efectia empleando el mismo procedimiento que se usa para dividir los nUmeros reales.
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Se recuerda que es necesario ordenar los polinomios segun las potencias decrecientes de x y completar los términos
que faltan escribiendo dichos términos con coeficiente nulo.
P(x)=2x* —7x  +5x* +4x+5 y  O(x)=x"—2x+1, P(x) Y O(X) o5 o1 polinomio

Dados el polinomio cociente entre

C(x) que se obtiene siguiendo el procedimiento que se muestra a continuacion.

1) Se divide el primer término del dividendo . 3 R 5
P(x) por el primer término del divisor 2x —7x +5x +4x+5 | x"—2x+1
O(x). -
2x~
2x%  x? =247
Se obtiene el primer término del cociente
C(x).

4 3 2 C |2
2) El término de C(x) se multiplica por el 2x =Tx" +5x" +4x+5 | ¥7—2x+1

divisor. 4 3 2 2
—2x" —4x" +2x 2x

El producto se resta al dividendo (o se

cambia de signo y se suma). _Axd 13 +4x 45

. 4 4.3 <2 2
3) Con —3x° +3x2+4x+5 como nuevo  2¥ —7X +5x7 +d4x+5 | x7-2x+]

dividendo se repiten los pasos 1)y 2).

—[23:4 —-ilx3 +2x2) 2x% -3y
Asi se obtiene otro término del cociente.

—3x° +3x2 +4x+5

N S =_
e . —(—3_¥5+6_¥2—3_¥]

—3x2 +7x+5
4) El proceso continia hasta que no se 1 7 il s ax+s5 | x2—2x+1
puedan obtener mas términos del ’ i
cociente. _(2x4 P +2x2) 272 —3y—3

, —3x7 +3x7 +4x+5
Cociente: C(x)=2x" —3x-3 _{_ 3y + 652 _h]

Resto: R(x)=x+8 a2 s 7x 45

—!—3x2+6x—3l

x+8

Es importante tener en cuenta que:

« Ladivision P(x): O(x) puede efectuarse siempre que grado(P(x))= grado(Q(x)).
e Plx)=0(x)-C(x)+ R(x).
» El grado del resto debe ser menor que el grado del divisor, o bien R(x)=0.

grado(R(x)) < grado(Q(x))
. grado((."(x}] = gmdo(P{x})— grado{Q(x)).

DIVISION SINTETICA

La Division Sintética es un procedimiento abreviado para realizar la divisidn de un polinomio P(x) = anx" + an - 1x" -
L +...+ aix + ao de grado n, esto es an # 0, entre un polinomio lineal x - c.
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El procedimiento para realizar esta division es muy simple, primero se dpy dg.q we- 8 &,
toman todos los coeficientes del polinomio P(x) y la constante c, con estos
se construye una especie de 'casita" que ayudara en el proceso...

¥

Lo primero es "bajar" el coeficiente an, a este coeficiente también lo denotamos por b, - 1, luego se multiplica por la
constante ¢, el resultado se coloca en la segunda columna y se suma al siguiente coeficiente a,, - 1, al resultado lo
denotamos by, -2

o Agy "o fl*I flI:'
- G0, .q c
'ﬂ'ﬂ. "'h'ﬂ 1+ = !
.
ba =1 el

Este ultimo resultado se multiplica nuevamente por c y se le suma al coeficiente an - 2 y el proceso se repite hasta
llegar a ap. Los resultados parciales que se obtienen se denotan por bn-1, bn-2, =, bi, bo (se inicia con by, -1 pues
el cociente tiene un grado menos que el dividendo), y el ultimo valor obtenido se denota por r, pues es el residuo de
la division, de esta manera lo que se obtiene es:

2, By 1 ST - ay

2 chy g waw c
Gr  ehyoy ey ... C1Far chotag
l!i'n—l- by =2 bu r

Asi, el cociente de la division de P(x) por x - c €S bn - 1X" "1 + by -2x" "2 + -+ bix! + by con un residuo r, en donde
los coeficientes se detallan como:

bn-1=an
bn-2=¢bn-1+ an-1
bn-3=cbn-2+an-2

b1 =cby + a
bo = cby1 + a1
r=cbo + ag

Ejemplo. Realiza la division de P(x) = 3x* + 2x3 - x2 + 4x + 2 entre x + 2.

Solucion. Al realizar el algoritmo de la divisidn sintética con los coeficientes de P(x) y -2 como valor de ¢ se obtiene

2 2 1 4 2
6 8 -1420)|.-2
3 -4 7 -10 22|

Asi, el cociente de la division de P(x) entre x + 2 es 3x3 - 4x2 + 7x - 10 y se obtiene un residuo r = 22.
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